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Abstract 
l<p.:::ooとユニモジュラーな局所コンパクト群 Gに対し， G上の LP関数¢
のn回のたたみ込み </J*nのn→00での振る舞いに注目する．このとき，任意の
確率密度関数¢EL1(G) nび(G)に対し¢→ が0にび収束することと， Gが開
かつコンパクトな部分群を持たないことと， 1¢11= I心Ii,1¢12 = I心l2となる
ような 0#¢, 心€ が(G)n L2(G)に対し 11¢*心l2< o.981¢11ゆl2となること
と， 1¢11= Iい1,1¢12 = Iゆl2となるような〇#¢,心EL1(G) nだ(G)に対し
1¢*心l2< 1¢111¢12となることがすべて同値になる．とくに， GがLie群の場合は，




ユニモジュラーな局所コンパクト群 Gの（両側）Haar測度を dとする. 1::: p::: ooと




定理 1.1(Youngの不等式) 1:::::p,q,r:::::00, l/p+l/q=l+l/rとする．このとき，任
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1:s;p:::;00, ¢EL1(G)nび (G),n=l,2,・・・とすると，定理 1.1より¢ のn同のたた
み込みがnはL1(G)nび (G)に含まれ





問題 1.2 1 < p :s;ooとする．次の条件 P(p)をみたすような Gの条件を求めよ．
P(p) : 1¢11 = 1をみたすような任意の ¢EL1(G)nび (G)に対し， n→CX)でq;*nは0
にLP収束する．
注意 1.3 11¢*心lp:s; 11¢1 * I心llpなので，条件 P(p)は以下の条件 P'(p)と同値である．











定理 1.4 ユニモジュラーな局所コンパクト群 Gに関する以下の 8つの条件 (i)-(vi),(iv') 
はすべて同値である．
(i)開かつコンパクトな Gの部分群Hが存在しない．
(i) 0 < IHI < ooとなるような Gの部分群 Hが存在しない（ここで, IHIはHのGJ: 
Haar測度）．
(ii) 0 < IHI < ooとなるような開かつコンパクトな Gの部分群Hが存在しない．
(iv)¢, 心=I-o, I他1= I心11,1¢12 = I心l2をみたすような任意の¢,1/; E L1(G) nび(G)
に対し， 11¢*叫匝<o.998ll¢11ill¢112となる．
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(iv')ある c"< 1が存在し，の，ゅヂo,1¢11 = l'I/Jl1, 1¢12 = I心l2をみたすような任意
のの，ゆ EL1(G) nび(G)に対し， Iの＊ゆ伽<c"l¢1il¢12となる．
(v)¢, 心ヂo,1¢11 = I心11,1¢12 = I心l2をみたすような任意の¢,'1/JE L1(G)nび(G)
に対し， 11¢*叫匝<1¢1il¢12となる．
(vi)任意の l<p:s;ooとI針1= 1をみたすような任意のの EL1(G) n LP(G)に対し，
n→ ooとしたときに<pmは0にLP収束する（すなわち，任意のpに対し条件P(p)
をみたす）．
(vi)ある l<pさooが存在し， 1¢11= 1をみたすような任意の ¢EL1(G) n LP(G)に




(i)⇔ (i)⇔ (ii)が従う.(iv)⇒ (iv')⇒ (v)は定義から従う．
また，以下の例 1.5より (v)⇒(i)の対偶と (vi)⇒(i)の対偶が従う．
例 1.5 0 < IHI < 00となる部分群HcGが存在したとする．このとき，¢:=lH/IHIと
すると， Iのlv= IHll/p-lかつの＊ゆ=¢ となる.l:s;p:s;ooに対し 11¢*¢11v= Iゆlv= 
IHll/p-1となり， 11¢*¢11v= 1¢1il¢1vが成り立つ．
また， n= 1,2, .. に対しの*n= qJなので， Iの*nlv= 1¢1v = IHll/p-lとなる．ょって，
任意の l<p:s;ooに対し条件P(p)をみたさない．
また，以下の議論から (iv')⇒(vi)が示せる.p=2の場合を示せばよい．
n = 1,2, .. に対し， k:= log2 n」とする cl・」は底関数）．このとき， 2k:s; nとなるの
で， (iv')を繰り返し使って
lefJ*nl2 :s; 1¢*2k l2さc"ll¢*2k-1l2 :s; ・・・さ c"kl¢l2さ： c"10g2 n-l 1¢12 
となる.c" < 1なので
lim I応 l2:s; lim c"log2n-lll¢ll2 = 0 
n→ oo n→OO 
となる．よって (iv')⇒(vi)が示された．
(i)⇒ (iv')は以下の定理 1.6と補題 1.9から証明できる．
定理 1.6(Fournier [3, Thm.1]) 局所コンパクト群Gは開かつコンパクトな部分群を持た
ないとする．このとき， ¢,'Ip=I-0をみたすような任意のの，心 EL413(G)に対し











定理 1.8(Eisner-Tao [2, Prop.5.4]) 1/p+ 1/qさ1をみたすような 1:Sp,q :S 00に対し，
ある€ ＞〇が存在し以下をみたす.Gを可換な局所コンパクト群とし， 1/p+1/q = 1 + 1/r
とする.¢, ゆヂ 0をみたすような ¢Eび (G),心€ び(G)が
11¢*心1,.~(1- E)l¢1pl心lq
をみたすならば，ある開かつコンパクトな Gの部分群HcGとg,g'EGが存在し
11¢1 -lgH lp :S El¢1p, 1ゆI-lg1Hllq :S Elゆlq
が成り立つ．
また， Gが（非可換でもよい）捩れのない離散群の場合にも定理1.8と同様の主張が成り
立つことが示されている (Charalambides-Christ[1, Thm.1.1]). 
補題 1.9 (Riesz-Thorinの定理） 測度空間XのLPノルムを II・Ivと表す.l:Spsrs 
q :s;00とし
1 a 1-a 
-=—+ r p q 





c':= 1 -3• 10-7とする.¢, ゆEL1(G) nび(G)が¢,心ヂ 0をみたすとする．このと
き，補題1.9より¢,ゆE£4/3(G)となり
1¢*'I/Jl2 < c'll¢ll4;3II 心 ll4;3~c'(ll¢11ill¢112ll'I/Jll1II ゆ 112)112
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となる．とくに， 1¢11= Iゆ11,1¢12 = Iゆ伽ならば
l¢*'1/Jl2 < c'l¢l1l¢l2 
となるので， (i)⇒(iv')が示された．
よって，定理 1.4を証明するためには，あとは (vi)⇒(vi)と(i)⇒(iv)を示せばよい．
注意 1.10 (iv)内の 0.998という値は，正確には以下の値から出てきたものである．
aに関する 4次方程式
2a4 + (20c2 -21)ふ+(36c4 -92召+56)a2 
+ (32c6 -164c4 + 232c2 -lOO)a -64沙+192c4 -192c2 + 64 = 0 
の2番目に大きな実数解を q とする．また， aに関する 4次方程式
a4 + (14c2 -14)a3 + (32c4 -52役+20)a2 
+ (-128c6 + 496c4 -608役+240)0: + 512c6 -1536c4 + 1536c2 -512 = 0 
の1番目に大きな実数解を a。とし
(a0 + 2c2 -2)2(a各+(8c2 -9)a。— 16沙+ 16) 
C2 := -
0:5(0:0 + 8c2 -8) 
とする．
後述の 2.2節では， 2c2-1 > C1をみたすような任意の c<lに対し，以下の命題を証明
している．
命題 1.11 ユニモジュラーな局所コンパクト群Gが0<IHI< 00となるような Gの部分
群 Hを持たないとする．このとき， q>,心#o, lc/>li = I心11,1¢12 = I心加をみたすよう
な任意の q>,心EL1(G) nび(G)に対し， II¢*ゆ伽<clc/>lilc/>12となる．
命題 1.11の主張は (i)⇒(iv)の0.998という値を 2c2-1 > C1をみたすような C< 1 
に取り替えたものになっている．このとき， 2c2-1 > C1をみたすような Cの下限は




例 1.12 単位元 eE Gを含むような Gの連結成分を G。とする.Gの部分群HcGが開
集合ならば， Hは閉集合でもあるので Goc Hとなる．よって G。がコンパクトでないと
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き，条件 P(p)をみたす．また， G。が開かつコンパクトであるとき，条件 P(p)をみたさ
ない．
とくに， GがLie群ならばG。は開集合になるので， Lie群 Gが条件P(p)をみたすため
の必要十分条件は G。がコンパクトでないことである．
例 1.13 d = l,2, .. とする.G=配のとき，任意の l<pさooに対し条件P(p)をみ
たす．
とくにp=2のときを考える.q;EL1(罠りnび（罠りに対し
蜘：= J e—21rix-~¢(x)dx 
とすると
|応l2= I初11/=j他(()l2nd(
となる．よって (vi)から， 1¢11= 1 をみたすような任意のの€ い（股りnい（股りに対し
}既J昴(()12nd(=nl鷹 Iか Iげ=0




補題 2.1 l<p<oo, k~l+l/(p-1) とする．このとき，任意のの E L1(G) n LP(G) 
に対し， </>*kE Loo(G)となり
1</>*klo :s; 11</>ll/-l-l/(p-l) 11¢11/+l/(p-l) 
となる．
証明 k~1 + 1/(p -1)より 1< 1 + 1/(k -1) :s; p となるので，補題 1.9 よりの€
が+l/(k-1)(G)で
11¢111+1/(k-l) :s; 1¢11 l-l/k-l/k(p-l) l<!>lp l/k+l/k(p-l) 
となる．よって，定理 1.1を繰り返し使うことで
1</>*k lo :s; 1</>I 1+1/(k-1/ :s; 1</>I 1 k-l-l/(p-l) 11¢11/+l/(p-l) 
となる． 口
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(vi)⇒ (vi)の証明に戻る．任意の l<p<ooに対し， Gが条件P(p)をみたすことと G
が条件P(oo)をみたすことが同値であることを示せばよい．
まず， Gが条件P(p)をみたすならばGが条件P(oo)をみたすことを示す．
¢E L1(G) n L00(G), 1¢11 = 1とする.k := 1+「1/(p-l)l(「1は天井関数）とし， n
をn:2'.kをみたすような整数とする.¢E£1 (G) n£00 (G)より¢*Ln/k」EL1(G)nL00(G) 
なので，補題 1.9 より q;*Ln/k」€ び (G)となる．補題2.1より
1¢*"lo::; 11¢*(kln/k」)lo::; 11¢*Ln/k」lpl+l/(p-1) 
となる．従って， Gが条件P(p)をみたすことより
lim Iか lo:; lim 11¢*Ln/kJ 11/+l/(p-l) = lim I幻 lpHl/(p-1) = 0 
n→ o n→ o n→OO 
となり，条件P(oo)をみたすことが示された．
次に， Gが条件P(oo)をみたすならばGが条件P(p)をみたすことを示す．
¢E L1(G) nび (G),1¢11 = 1とする.k := 1 +「1/(p-l)lとすると，補題2.1より
</J*k E L00(G)で
Iの内lo:; 1</>lp Hl/(p-l) 
となる．補題1.9より
lc/>*nlp :S lc/>*(kln/k」)IP :<; lc/>*(kln/k」)lo i-i;p 
となるので， Gが条件P(oo)をみたすことより




最後に (i)⇒(iv)の対偶を示す．任意の¢,心 EL1(G) nび(G)に対し 11¢*心l2s 
IlのI*I心I位なので，正値関数の場合のみ考えればよい．
¢, 心=I-o, I伸1= I心11,1¢12 = II 心 ll2 かつ 11¢* 心 ll2~cll¢ll1II の ll2 をみたすような正値
関数¢,心€ が(G)nび(G)が存在したとする．
以降，¢,心と GのHaar測度を適当に定数倍することで 1¢11= 1¢12 = I心1= I心l2= 1 




H := {g E G J¢*ゆ(h―lg)cp*心(h―1)dh2': C2} 
はGの部分群になり， 0< IHI< 1/c2となる．
注意 2.3 C = 0.998のとき， C1= 0.06998・ ・ ・,Cz = 0.56701・・・となる．
以下の (i)⇒(iv)の証明では， 2c2-1 > C1であることと，任意の釘<X < Czに対し




0<<5<1に対し， A(<5):= {g E GI¢* 心(g)~<5} とする．








s i(c5)¢*心(g)dg+ 0 i(c5)C cp *い(g)dg
= o + (1 -o) j¢*ゆ(g)dg
A(c5) 
J¢*心(g)dg2: c2 — 6 
A(c5) 1-0 
補題 2.5 a> 0,g E Gとする．このとき
a 2:Jの＊心(h―lg)cp*心(h―1)dh
ならば




証明 c5 := 1 -2(1 -c2)/aとする．任意のgE Gに対し grf_ A(c5)-1 A(c5)ならば
Jの＊心(h―lg)</J*ゆ(h―1)dh< a 
となることを示せばよい.g rf_A(c5)-1 A(c5)より，任意の hE Gに対し h-1gr/-A(c5)また
はh-1rf_ A(c5)をみたす．よって補題2.4より
J <P*ゆ(h―lg)</J*心(h―1)dh
:; J lA(cS)c(h―lg)</J *ゆ(h―lg)</J*印(h―1)dh+ J¢*ゆ(h―1g)lA(cS)c(h―1砂＊ゆ(h―1)dh




補題 2.6 ¢ (g) :=ゆ(g―1)とする.g1, g2 E A(c5)ならば
¢*¢(g1虻） = J¢(g山）¢(g2h)dh2: 4c5 -3 
となる．
証明 j = 1,2とする・11¢112= I心l2= 1より





:; (の(g山）一心(h―1))2dh) + (/位(g2h)一心(h―i))2dh)
:; 2(2(1-8))1!2 
となるので







補題 2.7 3/4 < <5~1, g1,g2 E A(<5)ならば
J¢*心(h―191砂＊ゆ(h―1g2)dh2 62 (2. ~ □ -46~3) 
となる．
証明 f(g) := lA(o)(g)cp *心(g)とすると
¢*心(h―lg1)の＊ゆ(h―1g2)2 62 (!(h―1g1) + f(h―lg2) -cp4; 竺） (1) 
となる．実際， hー1g1E A(c¥")または h―1釦 EA(c¥")のとき hE A(c¥")A(J)-1なので，
h-1g1, h-1g2 E A(c¥")ならば補題2.6より
¢*ゆ(h―lgl砂＊ゆ(h―1ぬ）ミ炉
ミ炉(¢*心(h―lg1)+c/J*心(h―1ぬ）ー 1)
2 ()2 (¢*心(h―1の） +¢*心(h―1ぬ）一 ¢*忍(h)
46-3) 
となり， h―1小 EA(c¥"), h―1g2 (/. A(c¥")ならば
¢*心(h―1釘）¢*心(h―1g2)2 0 
ミ炉(¢*ゆ(h―1小）ー 1)




2 62 (! f ( h ―1g1) dh + J f ( h ― 1卯） dh -J ¢4; 忍ー(~ □ 
2 62 (2・ ~ □ -46~3) 
となる．
補題 2.8




証明 g E Gが
釘<J <P*心(h―lg)</J*心(h―1)dh< C2 
をみたすとして，矛盾を導く．
このとき
a< J <P*心(h―lg)の＊心(h―1)dh< -
(a+2c2-2)2位+(8c2 -9)a -16岱+16) 
-?1- , o-? o¥ (2) 
をみたすような a> 8(1 -c2)が存在する.i5 := 1 -2(1 — c2)/a とすると，補題 2.5 よ
りgE A(J)-1 A(i5)となる，すなわちある 91,92E A(i5)が存在して 9= 91192となる．
a> 8(1 —庄）より 3/4 < i5さ1をみたすので，補題2.7より
a 2 j <P*心(h―19戸g曇＊ゆ(h―1)dh
= J <P*心(h―191加＊心(h―192)dh
2 152 (2・c; □:-415~3) 










となる．任意の Q::;X1心2心3:; 1に対し x戸 32 X立2+x四 3-X2となることに注意す
ると
Jの＊ゆ(h―lg1)の＊心(h―1g2)dh
2fの＊ゆ(h如）cp *ゆ(hりdh+ J cp*心(h-lg曇＊心(hりdh-J cp*ゆ(hりdh
2 2c2 -1 
2 C1 
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となるが，式 (3)より g11g2EHとなる．よって H-1HCHとなるので H はGの部分
群となる．
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